
2024 春学科营数分期中讲座  

Part 1 基础知识梳理 

讲解人：张少秋 

期中考试要来了怎么办！急急急！ 

一点都还没学会怎么办！急急急 

学过的全部忘了怎么办！急急急！ 

不要急！TYgg 说：稳啦！全部都稳啦！（开个玩笑哈哈哈哈） 

言归正传，我和你们一样，也是大一一名学习数分的普通学生。期

中考试逼近之际，我也希望能为大家的复习分享一些自己的知识与

题目，帮助大家都能够做到以最良好的状态去应对期中考试。 

今天的讲座主要是关于数分考试范围内的基础部分的串讲，包括各

大概念的回顾与一些基本题型(都是考试题)的讲解，让你做到即使

没有 tygg 那样万能与恐怖的智商，也能获取令自己满意的成绩！ 

Ps：压轴题讲座在明天喵！常微分方程和空间解析几何的讲座也在

明天喵！如果泥已经基础扎实的话，我的建议是把本讲义里面的题

目过一遍喵！毕竟都是为你们的备考而服务喵！听不听讲座真的无

所谓的喵！加油喵！ 

 

 

 



一、多元函数的极限与连续(Chapter 13) 

前言：本章虽然内容很有“数分的味道”，但是鉴于我们是工科数分的缘故，其

实大部分对本章知识的考察都仅仅是停留在“知识是否理解”的层次。如果要出

压轴题的话那本章也只会作为基础理论体系进行支撑，不会单独考察，压轴题的

主力军还是在 Chapter 14。那么下面我们先进行一个重点知识的汇总复习 

1. 维 Euclid 空间上的点集 

1.1 基本概念： 

(1) 维空间： 

  

这里大家可以类比线性代数里学过的知识进行理解，同样可以引出内积的定义高

维空间两点间距离的定义： 

  

由此为基础便可进一步得到 中收敛点列的概念，此处略(本章知识的一大特点

就是可以类比着一元函数微积分学里的内容去对应思考理解，可以将高维空间发

生的事情全部看做是由一维，二维空间引申上去的。后面推广的实数系基本定理

也可以如法炮制) 

(2)平面点集：毕竟“多元函数微积分”——虽然名字是“多元”，但是其实其研

究主体还是基于二元函数的嘛，那么这一小节就是对二维空间里的点集进行的阐

述与复习。大家主要记住几个概念就好： 

 邻域：注意圆邻域和方邻域的不同，若题目没有特别指出是哪种邻域则统一

视作二者皆可(这是由于任意大小的圆形与正方形均可被另外的正方形与圆

形覆盖的缘故) 



 内点，外点，边界点，聚点(记住那些奇奇怪怪的符号分别表示什么)： 

内点： ，从定义上也很好理解——在点集的内部嘛！于

是它的某个邻域也是被  所包括的。  的所有内点构成的集合称之为内核，

记作  

外点：  

边界点：  (这里的  )，

即这个点的任意邻域与  均有交集。  的全体边界点的集合称作  的边

界，记作  

聚点： ，由定义即可知内点必为聚点，外点必不为

聚点，边界点则不一定(考虑以孤立点形式存在的边界点)。 的聚点的全部

集合即为导集，记作  

 开集闭集和区域： 

 开集：即  

 闭集：即 ，若该点集无聚点，则显然为闭集 

 引申得到闭包：  

 而区域的定义是建立在连通集上的，由于时间关系这里不做展开赘述(反正也

不会考……)，大家只需要针对一些常见的结论与反例进行记忆即可(见后方题目) 

(3) 上的基本定理：本小节内容是将实数系基本定理从一维到二维的推广，例

如： 

 闭区间套定理———闭矩形套定理，进一步衍生得到 

 有限覆盖定理———紧性定理，即紧集等价于有界闭集(几乎也不考) 

 聚点定理，Cauchy 收敛准则……大家有个印象就好，毕竟 Checkin 可是能出



定理默写的填空题的人，别到时候默写不出来(:tieba_laugh:) 

如上，对于准备期中考试而言，你并不需要对定理的内容有多么深刻的理解或者

是应用能力，你需要做的便是澄清所有概念之间的差异与不同，并结合部分题目

进行更深层次的理解 

1.2 题目选讲 

说题目这不就来了……由于真题较少，窝选用了一些教材上的作业题 

如果是你做过的或者你已经完全掌握的内容，可以不听喵 

【1】 

 

(数分 C 期中 16-17T4) 

 

(数分测验 19-20T5) 

答案：  

下面是教材选讲： 

【2】讨论下列函数在 处二重极限的存在性： 

(2)  

(3)  

解： 

(2) ，故原极限是否存在依赖于极限 



是否存在：若取 ，显然该极限为  

若取 ，则  

于是原极限不存在 

(3)令 ，于是 不唯一 

于是原极限不存在 

【3】计算下列函数的两个累次极限： 

(1)  

(2)  

(3)  

解： 

(1) ,  

(2) ,  

(3)不妨设 ,于是有 

，  

【4】设二元函数 ，记 

  

证明： 不存在，但 存在. 



证明： 

(1)取 即得 不唯一，因而该极限不存在 

(2)由 知 ，得证. 

另证： ，从而： 

  

2.二元函数的极限与连续 

2.1 二重极限与二次极限： 

(1)速记定义：二重极限即严格按照极限定义得到的极限，而二次极限则是先将一

个变量视作常数求一次极限，然后再对得到的结果求第二次极限(其实与后面)偏

导数以及二次积分的概念很相似，请结合辅助记忆喵！ 

(2)重点 1：二重极限与二次极限互不包容！ 

反例： 

  

容易证明二重极限不存在，但二次极限均为零，再看如下反例： 

  

容易证明其二重极限存在且为零，但两个二次极限都是存在的 

(3)重点 2：虽然二者互不包容，但是还是可以有一些暧昧不清的关系滴~~： 

 二重极限存在+某个首次极限存在=二重极限与该二次极限相等 



 二重极限与两个二次极限均存在，则三者相等 

 两个二次极限不等，则二重极限不存在 

由此可以引申出证明二重极限不存在的重要方法：即通过换元将 或者 变成关

于另一个的过极限点的函数，若求得的二次极限含参，则 GG。典型的例子是采

用正比例函数 进行换元，但当情况复杂的时候也可考虑极坐标或者多项式

换元。 

这里细致提一下极坐标的换元，因为课上基本没讲过： 

详细内容可以看知乎文章：求二重极限时, 极坐标代换究竟该怎么用? - 知乎 

(zhihu.com) 

理论依据：使用极坐标能满足二重极限的定义： 

 

使用方法这里我塞两道去年的讲座题目： 

【5】（2021 级期中大作业第 2 题）判断函数 在 处是否存在极限，

https://zhuanlan.zhihu.com/p/503998713
https://zhuanlan.zhihu.com/p/503998713


并说明理由.  

解： ，考虑极坐标系下表达式： 

  

从而该极限与 有关，从而原极限不存在.  

【6】（2012 级期中考试第 1 题）计算二重极限 .  

解：利用极坐标系下结果，显然该极限不存在. 为方便试卷大题书写，取路径

，从而得到： 

  

从而极限结果与路径有关，从而原极限不存在.  

2.2 二元函数滴连续性~ 

本节也主要以概念的理解抽象为主，特别是从一元到二元这个过程 

(1)连续与一致连续：定义与一元函数类似，注意将邻域从一元函数的开区间换成

了面积，以及两点之间的距离变化！ 

连续： 于 定义，若  

  

则称 于 处连续 

一致连续：同样的，若   

  

(2)有界闭域上连续函数的性质： 

相关定理的证明不用刻意理解，重点是在一元到二元的这个过程 

 有界性，最值性，一致连续性保持不变 

 零值性与介值性：所需条件注意是“道路连通集”，其证明方式通常为二元->



一元再利用现成的结果 

2.3 题目选讲 

【7】 

 

(数分 C 类 16-17T7) 

 

答案：A 

【8】设 

  

讨论 在 处的连续性 

 

这道题可以讲一讲自己是怎么一开始做不出来的： 

一开始我的想法是使用经典的多项式换元： ，进而得到： 

  

看似答案呼之欲出，实则暗藏玄坤，这是为什么呢？ 

解：令 ，则  



于是 时连续， 时不连续 

【9】(数分荣誉期中 22-23T17) 

 

 

【10】(21-22 数分大作业 T7) 

 

解：可微，只需注意到： 

  



二、多元函数微分学(Chapter 14) 

前言：本章是期中考试的重点！考到的题型从基础的偏导数/方向导数计算到让

人头晕目眩的变换方程比比皆是！但是从总体上而言，本章的知识事实上并不

存在“难”的说法，而是知识点繁多以及计算量庞大，如果短时间卡住了会非

常影响心态，本章的一大特点便是方法多，手段多，但是又没有诸如上学期积

分不等式那般“绝对难度”的恐怖。 

按照知识的不同层级，我把本章内容分为了两大部分： 

基础知识部分： 

偏导数的定义与计算； 

全微分的定义与计算； 

高阶偏导数与高阶全微分； 

二元函数的 Taylor 公式(这个几乎不怎么考) 

应用部分： 

极值问题(记住每个步骤与 Hessi 矩阵即可) 

隐函数存在定理(这一集最烦人，牛魔，类型贼多)； 

方向导数与梯度(这个考的最简单)； 

空间解析几何中的应用(看你们寒假有没有好好学~)； 

条件极值(我觉得都能用不等式秒了:tieba_laugh:) 

 

那么下面：_________,启动！  



1.多元函数微分学的基础知识 

1.1 偏导数与全微分 

(1)定义：定义是你最强大的武器！很多时候题目用二级结论做不出来的时候试

试伟大的定义永远没错！事实上很多题目的考察方向便是不准你用二级结论，

这样也可以起到考察学生基础的作用 

那么偏导数定义如下：即极限 

  

其本质是二元函数 在固定某个变量的时候对另一个变量而言的偏增量 

可微的定义如下：若全增量 

  

其中  为与  无关的常数，则称函数在该点可微，此处若可微，则

 

事实上，关于可微的证明通常就是在先求出偏导数值的情况下验证剩余部分是否

为 的高阶无穷小 

这里有一个重要的定理，即偏导数连续，原函数可微，具体关系可见下图： 

 

(这图还是在水源上找到的) 

(2)向量值函数的导数：只需要记住一个 Jacobi 矩阵就可： 



设向量值函数 

 

设点 ，其 Jacobi 矩阵即 

  

此时 元函数即 时候的特殊情况~ 

(3)复合多元函数求偏导————还是链式法则！ 

速记：分别求导再相加： 

 ，其中 是关于 的二元函数，于是其偏导数即 

  

若此时 是关于某自变量的一元函数，则称为全导数 

(4)复合多元函数的全微分————一阶全微分形式不变性！ 

速记：形式不变！ 

 ，其中 是关于 的二元函数，其全微分即： 

  

(5)关于高阶：导是没什么难度的，这一部分主要有一个关于混合偏导数相等的

定理： 

若 在点 处均连续，则  



此处关于该定理的退化版本在作业题以及考试中均经常涉及 

同时注意一下方程变换类型的题目，我愿称之为恶心之最，后面会讲到 

高阶全微分：类比二项式公式记忆即可，此处不细讲，几乎不考。且二阶全微

分已不具有形式不变性 

1.2Taylor 公式 

几乎没考过，带着大家简单过一下概念与计算： 

书上的内容定义过于抽象，如果看书上的部分理解困难的话不妨看看这种角度

来理解： 

 
实际上就是将之前的一元函数泰勒展开变成了对每个偏导数展开后结果的求和 

计算一道课后习题加深理解： 

【1】求函数 在点 的 Taylor 展开式 

解：先求该函数的偏导数： 

  

代入 Taylor 公式即得： 



  

Remark：记得加高阶无穷小.  

1.3 题目选讲 

【2】(数分荣誉 19-20 小测 T11) 

 

 

【3】(数分荣誉 19-20T8) 



 

解：先考虑 处的连续性： 

  

于是原函数连续，下面计算偏导数： 

Case 1: 时： 

  

Case 2: 时：按照定义去求： 

  

最后我们来考虑可微性： 

  

于是原函数在 可微 

【4】(20-21 数分荣誉测验 T1) 



 

答案：0 

【5】(数分 C 类 11-12T10) 

 

答案：B 

A 反例：  

C,D 反例：  

关于 B 选项的证明：先由极限存在导出 ，设  

得到 ，即可证明 

【6】(14-15 数分 C 类 T12) 

 

解：开导！！！ 



  

代入化简！ 

  

【7】(数分致远 15-16T10) 

 

 

【8】在方程 

  

中做代换 

  

若取 为新自变量， 为新函数，求变换后的方程. 

解：由题意得 ，于是求导即可得到： 



  

直接带入原方程即得： 

  

【9】设 ，若取 为新自变量， 为新

函数，试变换方程 

  

解：由题意  

根据题意求导： 

  

带入原方程即得： 

  

【插播一道】挺有意思的题目： 



 

下面是关于混合偏导交换顺序定理的补充： 

【10】 （混合偏导交换顺序定）若函数 的两个二阶混合偏导数在点 处连

续，则 

  

证明：考虑如下二阶混合差分： 

  

记 分别为关于 的向后差分（例如 ），则可

以将上述式子改写为： 

  

两边分别利用两次拉格朗日中值定理（从外到内）得到： 

  

两边同时取 ，命题即可得证.  

Ps: 注意到最后只利用了混合偏导在该点的极限存在，从而原命题条件可以弱

化 

【11】设 和 在点 的某邻域内存在，且 在点 连续，证

明： 

也存在，且 . 

证明：不失一般性，设 ，否则构造函数 

  

归结于证明 . 考虑如下二阶差分： 

  



由已知， 在原点邻域内存在，且 在原点处连续. 不难注意到： 

  

从而目标归结为证明 也存在，也即： 

  

存在，且该极限为 . 记 ，则 存在，从而： 

  

其中 ，由 在原点处连续知： 

  

另一方面，记 ，则 存在，从而 

  

从而（这里偷懒一下用高阶无穷小记号，严格证明见末尾 remark）： 

  

两边同时取 得到： 

  

从而由高阶无穷小定义即可得到： 

  

从而命题得证.  

Remark：若严格按照极限定义进行，则后半部分过程可以如下严格书写：已推

得 

  



两边同时除以 ，并令 ，即可得到： 

  

两边同时除以 ，并取极限 即可得到： 

  

【12】设 在点 的某邻域内存在且在点 处可微，证明： 

  

证明：不失一般性，设 ，否则构造函数 

  

归结于证明 . 考虑如下二阶差分： 

  

记 ，则 存在，从而： 

  

从而： 

  

另一方面，记 ，则 存在，从而 

  

从而： 



  

整理两方面结果即可得到： 

  

2.多元函数微分学的应用 

2.1 隐函数存在定理：最抽象的一集，但是考的不难 

通常情况下是分为三种情况展开，由易到难： 

(1) 的情况：注意定理的条件： 

在点 的某一邻域内均连续，且  

于是在该邻域内确定唯一隐函数 ，且在邻域内函数与导函数均连续，有 

  

(2) 的情况(即上一种情况的推广)： 

条件同理：某点 邻域内所有偏导数均连续，过该点，以及  

于是可得到唯一隐函数 ，函数与所有偏导数连续，且 

  

(3) (即从一对多到多对多，教材里以二对二为例，这样的 Jacobi

行列式计算难度最小) 

条件：连续偏导数；过点；以及  

结论：在邻域内确定向量值隐函数，且函数连续，偏导数连续： 



  

简记：即谁对谁求就把谁换成谁(什么绕口令) 

(4)反函数组存在定理，其实是(3)的延伸，这里暂时略掉，我们只需要记住它的一

个推论，后面重积分还会用到： 

  

2.2 方向导数和梯度 

记一个概念就行，尤其注意方向导数的定义！这是常考内容，和偏导数的定义一

样重要 

(1)方向导数： 

  

其计算公式为： 

  

(2)梯度： 

  

它的模  

注意：梯度是向量~~~ 

定理：梯度的方向即函数增长最快的方向，且变化率就是梯度的模 

不用记怎么证明的，它考的很简单 



2.3 偏导数的几何应用 

速记：一元曲线直接导，二个方程贾鸽币，一个方程直接导，二元曲面贾鸽币 

两大块：曲线和曲面，每个大块又分为两个小部分，且看： 

(1)曲线的切线和法平面： 

寒假没学的直接记：若在点 的切向量为 ，那么： 

 切线：  

 法平面：  

那么切向量怎么求呢？最像高数的一集，直接记住： 

 一元曲线直接导： 

指形式为 的曲线，在某点 的切向量为 

  

 二个方程 Jacobi： 

指形式为 的曲线(是不是很像两个平面的交线)，在某点 

的切向量为： 

  

(2)曲面的切平面与法线： 

寒假没学的直接记：若在点 的法向量为 ，那么： 

 法线：  

 切平面：  



那么法向量怎么求呢？如法炮制： 

 一个方程直接导： 

指形式为 的曲面，在某点 的法向量为 

  

 二元曲面 Jacobi： 

指形式  的曲面，在某点  的法向量

为： 

  

 

2.4 极值问题 

分为普通极值问题和条件极值问题，带着大家复习一遍就好： 

(1)普通极值问题： 

Step 1:导！ 

Step 2:算出驻点 

Step 3:判断 Hesse 矩阵(负定极大值，正定极小值，不定无极值，特殊情况特殊处

理) 

Step 4:计算边界条件 

(2)条件极值问题：即课本上教的拉格朗日乘数法，我带大家走一遍，不难，但是

你得会(当然你要是能不等式秒天秒地也行) 

Step 1:作 Lagrange 函数 

Step 2:导！ 



Step 3:算出驻点(这一步可能会很麻烦) 

Step 4:根据实际情况判断是极大值还是极小值还是虚晃一枪卖个破绽() 

2.5 题目选讲： 

狠狠导就对了！！！ 

【13】(19-20 数分致远测验 T17) 

 

其实也是导，不过有一点 Trick: 

 

【14】(14-15 数分 C 类 T10) 



 

答案：C. 我们如下反例，关于 偏导为零，但是 的取值依赖于 ： 

  

若 A 成立，则 BD 均成立，故我们只需补证 A 选项. 关于 A 选项，对于区域内

任意两点，利用水平与竖直折线链接，然后每段使用拉格朗日中值定理，即可知

道折线上函数值均相等. 由于两点的选择是任意的，从而区域内所有点函数值相

等，从而命题得证.  

【15】(14-15 数分 C 类 T15) 

 

解： 

(1)直接走定义： 



  

(2)先求偏导： 

  

于是有 

  

计算极限： 

  

故不可微 

【16】(22-23 数分荣誉 T14) 

 

对条件极值的考察，一步步来就好了 

 



 

【17】(19-20 数分荣誉 T13) 

 

解：任取一点 属于第一卦限，计算得到该点的切平面; 

  

得到与坐标轴的三个交点： 

  

于是所求体积： 

  

由 A-G 不等式： 

  

故体积最小值为 ，取等条件为  

(本题其实是想考察拉格朗日乘数法，但是用不等式做更简单) 

【18】(19-20 数分荣誉 T11) 



 

解：原方程组变形为： 

  

求偏导计算可得： 

  

于是即可得： 

  

【19】(课本题)设 可微，证明：曲面 上任一点的切

平面都与某一定直线平行，其中 是不同时为零的常数 



证明：(求出切平面的法向量即可)先求偏导数： 

  

于是法向量即为 

  

注意到 

  

于是曲面  上任一点的切平面都与方向向量为  的直

线平行 

故原命题得证！ 

【20】(17-18 数分致远 T8) 

 

解： 

首先判断，方程 必然经过 ，利用隐函数定理进行判断是

否 存 在 隐 函 数 ， 只 需 判 断 对 应 偏 导 是 否 为 0. 只 需 分 别 求 出

 （若不存在，则不存在对应的隐函数）即可. 直接求偏导

咯，记 ，从而求得： 

 

从而可以确定唯一的隐函数  满足  . 但是隐函数定理是个充分



不必要条件，我们不能因此否定 II. 但是就课程考察的角度而言，我们总是默

认，如果不满足隐函数定理，则不存在对应的隐函数（口嗨）, 

从而该题选 B.  

方程的图像如图所示： 

 

由图像可以看出，不能确定唯一的隐函数 ，这是因为对于任意的靠近

的 ，均存在两个 ，使得 满足方程 .  

(这下第十四章也结束了……) 

三、重积分(Chapter 16) 

前言：本章内容绝对是考试的重点中的重点了，不论是基础题，中档题还是压

轴题都可以用本章内容的知识进行命题。要学好本章知识，首先需要对重积分

的定义有良好的理解，其次要掌握各种各样的积分计算方法，最后便是将本章

知识与前两部分乃至上学期一元函数积分学的内容联系起来。 

对于本章知识我们可以简单的分为两个板块：二重积分和三重积分 

当然也有另一种分法：重积分及其应用 

这里为了方便就按照教材上的顺序好了 

1.二重积分 

1.1 二重积分的定义 

注意一下可求面积区域就行，确保脑子里知道二重积分是咋定义的 

但是一般从来很少考二重积分的可积性。一般都是结合二次积分考特例的 



1.2 二重积分与二次积分 

(1)记住一点：二重积分与二次积分互不相容！！！ 

特例如下(摘自牢陈 ppt) 

 

 



 

(2)二重积分与二次积分的转换： 

记住 型区域对应的转换法则，这个地方还是要在下面选一些题来讲才合

适，先把教材原文贴上来自己看看： 

 

 



 

(3)二重积分的变量替换： 

嗨嗨嗨！Jacobi 行列式又见面辣！ 

只需记住变量替换法则即可： 

  

由此自然便可得到极坐标换元啦————令 ，有 

  

PS：题目选讲在最后 

2.三重积分 



三重积分的概念我感觉甚至课上都没怎么讲，只是提了一嘴可求体积区域便引

出了，我想这是由于咱工科数分重视计算能力的原因吧(毕竟工科数分虽然名字

叫数分，但是也要服务于后面的工科专业课，你没有高数一样的计算能力怎么

行) 

2.1 化三重积分为三次积分 

按照牢陈的讲法有柱线法和截面法的区别，其实一言以蔽之就是把三重积分化

为 1+2 还是 2+1 的形式区别而已 

 柱线法：类比为 z 型区域，笑死。即所求积的区域可以被一上一下两张曲

面夹住，那么这时候就可以用柱线法。将三重积分化为一个 2+1 的形式： 

 

同理，你也可以先积 x 或者 y，只要满足条件即可(但是一般不会考这么抽象的) 

 截面法：即被积区域是 z 型空间区域，可以将积分化成一个 1+2 的形式 

后面的 2 即表示先对当 z 确定时那个截面的区域二重积分，再对 z 的取值

范围再积分一次得到结果 



 

(牢陈 ppt 还是很给力的) 

同理，也可以投影到 x,y 坐标轴上，只是一般考不到这么抽象 

2.2 三重积分的变量替换 

Jacobi，启动！ 

直接记公式： 

 

 

常用的两个变换： 

 柱面变换：即极坐标变换的立体版，记 

  

可得  

 球面变换：记 

  

可得  

基础知识就这么多，但是题目能给你玩出花来，下面我们便来一一讲解 

Ps:今日讲座不会涉及特别难的部分，基础已然扎实者可以直接快进到明天 tygg

的压轴题讲座喵！ 



3.题目选讲 

【1】（2021 级期中大作业第 15 题）计算极限 . 

解：考查二重积分的定义. 凑定义后直接计算即可 

 

【2】（2021 级期中大作业第 26 题）.若 在有界区域 上连续，且在 内任

一子区域 上有 ，判别在 上 是否恒为零？说明理由. 

解：命题正确. 理由如下： 

假设存在某点 使得：  

不妨设：  

根据函数的连续性，一定存在极小邻域

使得对于函数在邻域内恒大于 0，

从而该区域的定积分必大于 0.  

这与已知条件矛盾，故原函数在定义域上恒为 0.  

从而命题正确. 

【3】（2021 级数分 II 期中大作业第 19 题）设 在 上有

连续偏导数，且在边界 上 . 试求极限 

 



解：极坐标+积分中值定理： 

 

【4】（2012 级期中考试第 8 题）求极限 .  

解：考查二重积分的定义. 凑定义后直接计算即可 

  

【5】（2012 级期中考试第 10 题）求极限 .  

解：利用积分中值定理即可： 

  

【6】（2016 级期中考试第 10 题）设 ，其中 

，求极限 .  

解：分子利用积分中值定理，然后余下极坐标换元即可： 

  

【7】（21-22 高数大作业 T18）已知空间体 由曲面 

和 围成，求 的体积.  

解： 

不管三七二十一，先作一波换元 ，计算

一下雅可比行列式： 

  

然后先算 方向，余下是非常容易的： 



  

【8】（21-22 数分大作业 T13）计算积分 

，其中 由曲面 和平面 围

成.  

解：利用一下奇偶性与轮换对称性直接得到： 

  

【9】(20-21 数分荣誉期中 T11) 

 

解：该立体是抛物面与球面相交产生的立体，计算可得交线为 

 

在 上投影为 ，此即积分区域 ，利用二重积分有 

  

【10】(20-21 数分荣誉期中 T12) 

 

解：考虑换元 

  

此时原积分区域化为 ，代入得到： 



 

【11】(20-21 数分荣誉期中 T13) 

 

 

【12】(20-21 数分荣誉期中 T14) 

 

解：可取面积微元 ，则原积分即 

  

【13】(21-22 数分大作业 T11) 

 



解：画个图白给的东西 

  

【14】(21-22 数分大作业 T12) 

 
解：作换元 ，从而得到： 

  

【15】(21-22 数分大作业 T14) 

 

解：直接球坐标系计算即可： 

  

【16】(22-23 数分荣誉 T6) 

 

【17】(22-23 数分荣誉 T7) 



 

【18】(22-23 数分荣誉 T16) 

 

 

【19】(群里问的好题) 

 



解： 

  

完结撒花！祝大家在期中考试中取得好成绩！！！ 
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