
2024 春学科营数分期末讲座 
讲解人：张少秋 

前言： 

1.本讲座面向对象是修读数学分析(荣誉)2 的学生。 

 

2.考试范围包括两类线面积分、函数列与函数项级数、幂级数、Fourier 级数，

共计 5 章，总分 100 分，考试时间两小时(什么废话)。 

 

3.从往年试题的分析情况来看，试卷结构是一如既往的填空+选择+答题，除了

疫情期间出现过两次纯大题的考试。而试卷难度通常中规中矩，偶尔会在选择

题或者证明题中出现一些带有一定难度的题目，但总体来看，至少 80 分以上的

题都是属于会了就能拿分的题，这类试卷的难度属于是拿较高分不难，但若目

标是满分/满绩者，则还需对各类结论/证明/做题技巧有更为深入的研究才行。 

 

4.综上所述，本次讲座主要分为 3 个部分：首先，鉴于线面积分中会不可避免

地用到重积分的知识，所以我们先对重积分的计算做一个简单的复习；其次，

就是我们的 17，18 章，两类线面积分；最后第三部分便是我们的级数，由于数

项级数不在本次考试范围之内，故历年试题中这部分题可以略过不做，但常见

的级数判别敛散性的几大方法还是应该熟知，这是 10、11、12 章的基础所在。 

 

5.本次讲座习题来源：往年真题、教材经典习题、往年讲座真题等 

 

祝所有同学都能在数分期末考试中取得自己理想的成绩，为大一学年画上一个

圆满的句号！ 



Part 0 重积分部分知识复习 

一、二重积分 

1.二重积分与二次积分的转换： 

记住 型区域对应的转换法则： 

 

 

2.二重积分的变量替换： 

只需记住变量替换法则即可： 



  

由此自然便可得到极坐标换元————令 ，有 

  

二、三重积分 

1.化三重积分为三次积分 

按照牢陈的讲法有柱线法和截面法的区别，其实一言以蔽之就是把三重积分化

为 1+2 还是 2+1 的形式区别而已 

 柱线法：类比为 z 型区域。即所求积的区域可以被一上一下两张曲面夹

住，那么这时候就可以用柱线法。将三重积分化为一个 2+1 的形式： 

 

同理，你也可以先积 x 或者 y，只要满足条件即可 

 截面法：即被积区域是 z 型空间区域，可以将积分化成一个 1+2 的形式 

后面的 2 即表示先对当 z 确定时那个截面的区域二重积分，再对 z 的取值

范围再积分一次得到结果 



 

同理，也可以投影到 x,y 坐标轴上 

2.三重积分的变量替换 

直接记公式： 

 

 

常用的两个变换： 

 柱面变换：即极坐标变换的立体版，记 

  

可得  

 球面变换：记 

  

可得  

三、题目选讲 

当然这部分考试是不会直接考的，主要是帮你们快速回忆一下计算 

 

【1】(20-21 数分荣誉期中 T11) 

 



解：该立体是抛物面与球面相交产生的立体，计算可得交线为 

 

在 上投影为 ，此即积分区域 ，利用二重积分有 

  

 

【2】(22-23 数分荣誉 T16) 

 

 

 

 

 

 



Part 1 线面积分部分 

一、第一类线面积分 

1.第一类曲线积分 

(1)概念理解：考虑计算线密度为 的曲线 的质量，则 

  

其中 为弧微分 

(2)性质：线性性、可加性(首尾相连)、与方向无关 

(3)计算方法：即只需将弧微分计算出来即可，剩余同一元函数定积分 

对于平面曲线： 

 若曲线形式为 ，则  

 若曲线形式为 ，则  

 若曲线形式为 ，则  

对于空间曲线： 

  

有  

 注意奇偶性与曲线方程带来的运算简便！ 

 

2.第一类曲面积分 

(1)曲面面积：即如何计算 的问题，首先不妨考虑普通的显式平面方程 

  



于是有 

  

将之推广到 亦同理，进一步推广，来到双参数曲面方程 

  

运用 14 章的知识同样可以得到 

  

其中 ，若记 

  

便可得到简易版计算公式 ，也即 

  

(2)第一类曲面积分：即考虑计算面密度 的曲面的质量，有 

  

计算方法同上，如下所示： 

 若曲面形式为 ，有 

  

(另两种同理) 



 若曲面形式为 ，有 

  

 注意奇偶性与曲面方程带来的运算简便！ 

 

3.题目选讲 

【1】球面面积公式，球面为  

解：由题意 ，故 

  

利用对称性及球面坐标换元即可得 

  

【2】（20 级考试真题）计算积分 .  

解： 

  

【3】（某年考试真题）已知曲面 ，求



第一类曲面积分 .  

解：注意下轮换对称，从而减小计算量（当然直接计算计算量也不大）： 

  

【4】(19-20 数分期末 T3) 

 

解： 

 

【5】(21-22 数分期末 T2) 

 

解：这是利用曲线方程和轮换对称性简化计算量的经典例子 



 

【6】(22-23 数分期末 T12) 

 

解： 

 

 
 
 



二、第二类线面积分 

1.第二类线面积分的概念 

(1)第二类曲线积分：即变力做功： 

  

其中 为曲线的切向量，若 ，则第二类曲线积分即为 

  

其中 ，即  

如何计算？直接代入曲线形式即可，注意第二类曲线积分是定向的： 

 若曲线形式为 ，且积分起点和终点分别对应 ，则 

  

 若曲线形式为 ，且积分起点和终点分别对应 ，则 

  

补充：平面曲线的定向： 

 



(2)第二类曲面积分:即计算平面的通量： 

  

其中 为曲面单位法向量，故有  

如何计算？注意到 ，从而有 

  

由此即可将曲面 投影到便于计算的坐标面进行计算 

 若曲面为双参数形式 ，则利用 Jacobi 行列式也可得 

  

这里的 和上文意思一样 

 合一投影法：即 的简化版：若曲面形式为

，则 

  

注意曲面的定侧！不要把正负号搞反了 

 

2.三大公式(Green,Gauss,Stokes) 

(1)Green 公式：分为切向量和法向量形式，但后者不考 

 定理条件：设 为平面有界闭域 上的光滑向量场，且 边界分

段光滑 

 适用对象：第二类曲线积分，且积分路径为某有界闭域的边界 



 定理形式(切向量)： 

  

(法向量形式即 ，做了解即可) 

 解题注意——挖洞法：即若被积区域 内包含使得被积函数无意义的奇

点，则通常采取在积分区域中心挖洞的形式来避开奇点，后面习题讲解的

时候会讲到 

 平面上的第二类曲线积分与路径无关的条件(这里我直接抄 ppt 了)： 

 

由此还可以引申全微分方程，但历年来均未考过，因此今天讲座不讲，但是该

部分内容不难，诸位自己看看书便可 

事实上，Green 公式的切向量形式即为 Stokes 公式的低维形式，法向量形式即

为 Gauss 公式的低维形式 

(2)Gauss 公式：阐释了三重积分与其积分区域边界的第二类曲面积分的关系 



 定理条件：设 是空间有界闭域 上的光滑向量场， 是分片

光滑的闭曲面 

 适用对象：对某空间有界闭域边界上积分的第二类曲面积分 

 定理形式： 

  

 常用解题手段：补面法，挖洞法，其中挖洞法同上，而补面法即在被积区

域上补上某些面使得该区域成为一个完整的封闭区域，然后用 Gauss 公式 

 散度：定义为 ，故 Gauss 公式也可表示为 

  

(3)Stokes 公式：即 Green 公式的升级版，刻画了第二类曲线积分与第二类曲面

积分在某些条件下的关系 

 定理条件：设 为光滑空间曲面上 上的光滑向量场，且 为

分段光滑闭曲线 

 定理形式：(可借助行列式便于记忆，或者直接记忆 ) 

  

其中曲线定侧与曲面定向由右手螺旋准则决定 

 旋度：定义为 ，故 Stokes 公式也可表示为 

  

 空间中第二类曲线积分和路径无关的条件：即要么存在函数 ，使得



；要么  

 

3.题目选讲 

【1】（某年考试真题）已知曲面  方向取上侧，求第二

类曲面积分 ； 

解：记 ，从而有： 

  

从而得到： 

  

 

【2】（某年考试真题）设曲面 是 落在圆柱面 内的部

分，定向为下侧，求第二类曲面积分 .  

解：记 ，从而有： 

  

从而得到： 



  

 

【3】（网传题）设平面曲线  是圆周  的逆时针方向，求曲线积分

.  

解：一些挖洞基本操作： 

  

 

【4】（某年考试真题）计算曲面积分 ，其中： 

(i) 曲面 是不含原点的任一封闭曲面的外侧； 

(ii) 曲面 是球面 的外侧； 

解：经典的扣点.  

(i)内部无奇点，直接高斯定理爆算一波，得到结果为 0.  



(ii)挖掉一个 的小椭球，椭球外高斯定理为 0，椭球内将

分母从积分中拿出来，再高斯定理： 

  

 

【5】(19-20 数分期末 T1) 

 

解： 

 
 

【6】(19-20 数分期末 T2) 

 

解： 

 

 



【7】(19-20 数分期末 T9) 

 

解： 

 
 

【8】(21-22 数分期末 T3) 

 

 
 
 



【9】(22-23 数分期末 T2) 

 

答案：  

【10】(22-23 数分期末 T4) 

 

答案：  

【11】(22-23 数分期末 T7) 

 

答案：  

【12】(22-23 数分期末 T13) 

 

 



【13】(18.4 课后习题) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Part 2 级数部分 

〇、常见级数敛散性判别法复习 

虽然本次考试第九章不直接考察，但常见的几种级数的敛散性判别法是不能忘

记的，这在第十章以及第十一章均会大量用到！ 

1.比较判别法 

适用于正项级数，简记：大收必小收，小散必大散 

极限形式中，记 ，若 

(1) 则 收敛可知 收敛 

(2) ，则 发散可知 发散 

(3) ，二者同敛散 

2.根值判别法(Cauchy) 

适用于正项级数记 ，若 ，级数发散，若 ，级数收敛 

3.比值判别法(D’Alembert) 

适用于正项级数 

若 ，则级数收敛；若 ，则级数发散 

4.积分判别法 

适用于正项级数 

若 在 时非负且单调递减，记 ，则 与 同敛

散，这里的经典例子就是  



5.A-D 判别法 

(1)Abel：若 单调有界， 收敛，则 收敛 

(2)Dirichlet：若 单调收敛到 ， 的部分和有界，则 收敛 

 

一、函数列与函数项级数 

前言：虽然叫这个名字，但是事实上这一章主要讲的是关于一致收

敛相关的证明、判别、与性质。所以这一章我不打算按照课本上挤

香肠的顺序来为大家复习，而是以更有利于大家复习的方式将知识

点给大家过一遍，并最后讲解试题。 

 

1.一致收敛的定义 

(1)点态收敛：即函数列 在 取某个固定的值的时候该函数列在

时收敛，所有收敛时对应的 的值的集合即为收敛域，收敛得到的函数为极限

函数，记作 

 

例如：设 ，则其极限函数为 

  

(2)一致收敛：相当于任取 ，对所有的 ，有一个共同的 ，只要 ，便

有 ，这便是所谓“一致收敛”的由来，记作 

  

例如：还是设 ，但是这一次 ，于是有 ，且 



  

故原函数在 上一致收敛到  

(3)关于函数项级数：即相当于这时候的 为部分和函数  

且极限函数即为和函数 (前提是收敛) 

(4)关于内闭一致收敛：若对于任意闭区间 ， 均一致收敛到 ，则

称 在 上内闭一致收敛 

 

2.一致收敛的判别法 

一共有七种，我们一种一种讲： 

(1)定义判别法：即先求出极限函数，再利用不等式放缩，进而将表达式中的

放缩掉，且剩下的部分应当是趋于 的，进而实现证明 

(2)确界极限：  

(3)Cauchy 一致收敛准则： 

  

(4) 判别法：适用于函数项级数，即若存在 ，使得 且级数

收敛，则原函数项级数绝对一致收敛 

(备注：绝对一致收敛不意味着绝对收敛加一致收敛) 

(5) 判别法：实际上是两种判别法的统称，对于函数项级数

，若满足下列两组条件之一，则该级数一致收敛： 



(Abel) 一致收敛， 单调且一致有界 

(Dirichlet) 一致收敛， 单调且一致收敛到  

(6)Dini 定理：即连续性定理的反向表述，设函数列 ，若满

足： 

  

 对每个 ， 单调 

 点态收敛到  

  

则 一致收敛到  

对于函数项级数，只需要求 为同号级数即可 

(7)一个二级推论：若 ，且于 上一致收敛，则亦于 上一

致收敛 

补充：当极限函数(和函数)难求出具体表达式的时候，常用 Cauchy；若可以求

出，则通常使用确界极限或定义放缩；对于函数项级数，若 M 判别法和 A-D

判别法走不通，则可以试试 Cauchy；Dini 定理很少用到，但也需要作了解 

 

3.非一致收敛的判别法 

一共有七种方法，其中除了第一种之外都很常见 

(1)必要条件：若不点态收敛，则必不一致收敛 

(2)点列极限(最常用)： ，使得 

  



(3)Cauchy 不一致收敛准则： 

  

这个方法在函数项级数的判定不一致收敛时经常用到，但是要注意下标 之

间的区别，要记住在一次求和的过程中 的值是不变的 

(4)确界极限：即若 ，则不一致收敛 

(5)一个二级结论(常用来秒杀选填题)：若 ，且 发散，

则函数项级数 在 上必定不一致收敛 

(6)函数项级数一致收敛的必要条件：若 不一致收敛到 ，则 也

不一致收敛 

(7)连续性定理逆否命题：若 ，但 ，则 不一致

收敛(函数项级数的版本同理可得) 

 

4.一致收敛的性质 

主要就是三大定理，然后以及其在函数项级数中的对应版本，常考点是对于一

致收敛与内闭一致收敛的理解 

(1)连续性定理：若 在 上一致收敛(或内闭一致收敛)到 ，且

，则  

(2)积分号下求极限定理：若 在 上一致收敛到 ，且

，则 

  

对应的函数项级数版本为“逐项求积性”： 



  

(3)微分号下求极限定理：若 在区间 上点态收敛于 ，且 ，

在 上一致收敛(或内闭一致收敛)，则 ，且 

  

对应的函数项级数版本叫做“逐项求导性”： 

  

对于第十章来说，这一块单独考察主要还是结合一致收敛的判别一起出成为大题

考察，而这些定理，尤其是后两个，在后两章将会得到大量的应用 

 

5.题目选讲 

【1】(课本题) 

 

 



【2】(课本题) 

 

 
 
 
 
 

备注：以下的所有题均来自历年真题，故省略标注出处 



【3】 

 

 

【4】 

 

 

 



【5】 

 

解： 

(1) 喵了 

(2)利用 M 判别法结合内闭一致收敛收敛即证 

【6】 

 

 



【7】 

 

 

【8】 

 

 



 

【9】 

 



 

【10】 

 



 

【11】

 
 



 

 

【12】 

 

 

【13】 

 



 

 
【14】 

 

 
 



【15】 

A 

【16】 

 

 

【17】 

 



 

 

【18】 

 

 
 
 



【19】 

 

 

 
【20】 

 

事实上这个题出的有点问题，能不能看出来？ 

 

【21】 

 



 

【22】 

 

解：D 

A：令 ，喵了 

B：运用 Cauchy 不一致收敛准则，取 ，有 



  

C：运用 Cauchy 不一致收敛准则，取 ，有 

  

D：A-D 喵了 

【23】 

 

 
 

 



【24】 

 

经典考察内闭一致收敛的题目 

 

【25】 

 

 

【26】 

 



 

 
 

二、幂级数 

前言：本章内容知识点很少，但是计算量可能会很大，结合历年试题的情况来

看，这部分知识都大多在选填题以及大题的前几道出现，特点是难度中等，但

是以其庞大的计算量来消磨时间，所以这一部分的题目大家一定要勤加练习，

建议把书上的计算题都做了，再把本讲义的习题做了即可，这样在考试时候便

可以做到快速正确的拿分 

 

1.幂函数及其相关概念 

(1)幂级数：形如 



  

的函数项级数，其中 是系数，一般情况下我们研究 的情况 

也有时候带 次方的是关于 的表达式，称之为广义幂级数 

(2)收敛半径、收敛区间与收敛域：收敛半径 ，也可以用

，收敛区间即为 ，而对于收敛域，则需要对端点处

的情况单独考察 

对于广义幂级数，先换元再反解即可 

(3)Abel 定理： 

 设幂级数 在 处收敛，则 时均收敛；若在 处发散，则

时均发散 

 设幂级数 收敛半径为 ，则它在 内闭一致收敛，若 时

收敛，则它在 内闭一致收敛 

 设 在 时收敛，则 在 处左连续，右则亦然 

 

2.幂函数的分析性质 

(1)收敛半径不随求导，积分而改变： 

 
但对于收敛域而言三者未必相等，通常来说是积分级数 原级数 导数级数 



(2)逐项积分性、逐项可导性： 

 
事实上，很多求幂级数的和函数的题目就是根据这两大性质做出来的 

 

3.函数的幂级数展开 

(1)Taylor 级数展开和 Maclaurin 级数展开： 

设 在 处无穷次可导，则称 

  

为 在 处的 Taylor 级数，当 时候即为 Maclaurin 级数，此处的系数

具有唯一性！ 

(2)什么时候 可以换成等号？即 ，也即  

(3)常见初等函数的幂级数： 



  

对于最后一个，通常记住两个特例即可 

  

(4)展开方法： 

 直接法：硬算  

 间接法：积加导，作代换 

 

4.Stirling 公式 

  

 

5.题目选讲 

以下题目均来自历年试题，故省略出处 

【1】 

 



 

【2】 

 

 
【3】 

 

 

 

【4】 

 



解：  

【5】

 

 

【6】 

 

 

 



【7】 

 

 

【8】 

 

 

【9】 

 

 

【10】 

 

这都考了多少遍了……… 



 

【11】 

 

 

 

【12】 

 



这道题颇有难度，讲座略，诸位可以下来自行查看解析~ 

 

 
 



 
【13】 

 

 



【14】 

 

 

 

【15】 

 

 

【16】 

 
 
 



 

【17】 

 

 

【18】 

 



 

【19】 

 

 
 

三、Fourier 级数 

终于最后一章了！芙丽叶，启动！ 

 
前言：本章课堂内容虽然有很多很多的证明，但是结合考试情况来看，题目主

要可以分为以下四种类型： 

 选填：结合收敛定理考察 

 选填：考察 Fourier 系数的相关性质以及相关推论 

 大题：中档题，一般是先算个傅里叶系数，然后口嗨一波收敛，然后让你

算个和函数啥的，再积积导导，最后一问算几个级数和，偶尔会隐性考察



Parseval 等式的应用 

 大题：难度偏高，通常围绕 Parseval 等式展开，而且可能会让你证明某些

情况下的这玩意 

 

1.Fourier 级数的基本概念与计算： 

(1)Fourier 系数的计算： 

  

(2)Fourier 级数的形式： 

  

要求 可积与绝对可积 

(3)正弦和余弦级数：即奇偶函数的特例 

 正弦级数：即函数为奇函数(不是奇函数的就作解析延拓)，有 ，

且 

  

 余弦级数：即函数为偶函数(不是偶函数的就作解析延拓)，有 ，且 

  

备注：若函数周期不是 ，则计算方法也需要作相应的变化 

 



2.Fourier 级数收敛定理及相关推论 

(1)Riemann 引理： 

 

附带一个经典积分的结果，要记住的： 

  

通常在填空题中以积分极限的形式考察 

(2)收敛定理： 

 

事实上 D-L 判别法从来没考过，尽管收敛定理证明相当困难，但是一般考察其

应用，总体难度不大 



 

 
 

3.Fourier 级数的分析性质 

(1)逐项可积性：若 可积与绝对可积，且有 

 

则有 



  

一个小推论： 

 
 

(2)逐项微分性：若 ，且 可积与绝对可积，  

  

 

4.平方逼近与 Parseval 等式 

(1)备注：记 

 

(2)平方平均偏差的定义(大题可能会用到)：设  

  



这其中，Fourier 级数是最佳逼近，即 

  

(3)Bessel 不等式与 Parseval 等式：由 即得 

  

令 ，实际上得到的是一个等式，即 Parseval 等式 

  

通常在大题计算中会用到，但也会考察其证明，大题思路是，对于一个可积与

平方可积的函数，首先考虑用折线函数来逼近，再利用折线函数的优良性质证

明其 Fourier 级数一致收敛，最后利用最佳逼近放缩，即 

  

会结合习题讲解 

(4)一个关于一致收敛的推论： 

 

证明留给大家练习(考过原题) 

由 知 收敛，由 A-G 不等式 

  

后者收敛，由 M 判别法结合收敛定理即得 



5.题目讲解 

【1】 

 

 

【2】 

 

 

【3】 

 



 

【4】 

 

经典考察黎曼引理的题目，一定要注意引理的条件再下手 

 
【5】 

 

解：不要忘了算  

  

于是有 

  

故  



【6】 

 

 

【7】 

 

 



 
 

【8】

 

 



【9】 

 

原题，喵了 

【10】 

 

这几个结论可以记一下 

 

【11】 

 



 

【12】 

 

 

【13】 



 

思想是一样的 

 



 

【14】 

 

如何灵活处理？ 

 

【15】 

 

答案：A，直接计算即可 



  

【16】 

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




