
线性代数知识总结 
     ——By 41P 

第 1 章 线性方程组与矩阵 

 1.1 线性方程组的消元法 

  1.数域：包含 ，且对四则运算封闭。 

常用的数域： 

  

   注意：任何数域必定包含有理数域 
  2.线性方程组与消元法： 
 
高斯消元法；解的情况(唯一解、无解、无穷多解) 

 1.2 矩阵的概念和矩阵的初等行变换 

  1.矩阵的定义： 行 列的数表，记作 或  

 或  

常用矩阵：零矩阵/行列矩阵(即向量)/方阵(  )/对角矩阵/单位矩阵/数量矩阵/三角矩阵/

    对称矩阵/反对称矩阵 
 
  2.初等行变换：一共三种： 

1)  

2)  

3)  

  3.阶梯型与简化阶梯型： 
 
阶梯型：零行载非零行的下方，且主元的列标号从上至下严格递增 

简化阶梯型：在阶梯型的基础上满足：主元均为 1，且主元所在列其他元素都为  

 定理：任何矩阵都可经过初等行变换化为阶梯型或简化阶梯型 
  



 1.3 线性方程组解的判别与求法  

  1.解的判别： 
 
高斯消元法：注意同解性 

解的判别：设线性方程组增广矩阵化成阶梯型有 个非零行，对应系数矩阵部分有 个非零

行，则有解 ,且有: 

1) ，有唯一解； 

2) ，有无穷多解； 

3) ，无解. 

对于齐次线性方程组同理可得！(其自带 ，故零解是平凡的，只需考虑是否有非零解) 

  2.解的求法 
 
根据非齐次线性方程组和齐次线性方程组分类可得其求解通法：写出对应矩阵——化简为
阶梯型——判断——继续求解/化简——写出答案 
 

第 2 章 矩阵 

 2.1 矩阵的运算 

  1.线性运算、加法和数乘：即为对各对应数字的运算，略 

  2.矩阵的乘法：设 ，于是 

  

  3.矩阵乘法的规律：(矩阵的型号已经省略) 

1) (否则二者记为相乘可换) 

2)  

3)  

4)  

5)  

6) 方阵的幂：  



  4.矩阵的转置： 运算性质如下： 

1)  

2)  

3)  

4) ( 为方阵) 

5)  

  5.方阵的迹： (注意其循环的性质： ) 

 2.2 方阵的行列式 

  1.标准定义：利用了逆序数，此处略 

  2.按行/列展开：注意区分代数余子式(这个有符号！)与余子式(即 ) 

  3.行列式的性质(用于计算，常用方法是范德蒙德和加边)： 
1) 交换某两行/列，符号改变 

2) 某行/列为 ,行列式的值也为  

3) 三角行列式的值即为其对角线上的元素乘积 
4) 某行公因子可提出来 

5) ，行列式不变 

6)  

7)  

8) Vandermonde 行列式： 

  

 2.3 可逆矩阵 

  1.标准定义：对 阶方阵 ，若存在 阶方阵使得 ，则 为 的逆

矩阵，称为  



  2.可逆的条件： 

补充：伴随矩阵 (即代数余子式转置排列)： ， ，

 

可逆的充分必要条件： ，此时  

推论：对 阶方阵 ，若存在 阶方阵使得 (或 )，则 为 的逆矩阵 

  3.克拉默法则： 

若 方程组 的系数行列式 ，于是有唯一解： 

 ( 为 中第 列换成 所得) 

  4.可逆矩阵运算性质：设下列 均可逆 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

 2.4 分块矩阵 

  1.概念：对矩阵进行分块后所得的“矩阵的矩阵” 
 
  2.运算性质：注意各矩阵运算时其对应的分块阵型号必须相同！！！ 
 
  3.分块矩阵求逆的特殊情况：对角与反对角： 
 
 

  

 



 
 

  2.5 初等矩阵与矩阵的秩 

  1.初等变换与初等矩阵： 
 
 

矩阵的相抵：有限次初等变换，记作  

初等矩阵：对单位矩阵 做一次初等变换所得的矩阵为初等矩阵(可逆) 

 定理：初等行/列变换 左/右乘对应初等矩阵 

 定理：对任意 矩阵 ，存在一系列初等矩阵使得  

  2.矩阵的秩： 

标准定义：设矩阵 ，若存在一个非零 阶子式，且所有 阶子式均为零，则 为矩

阵 的秩，记作  

性质： 
1) 秩是唯一的 

2)  

3)  

4) 阶梯型矩阵的秩等于非零行个数 
5) 可逆矩阵的秩等于其行/列数 

 定理：初等变换不改变矩阵的秩 
常用秩不等式与结论： 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  



7)  

8)  

 

  3.求矩阵逆的初等变换法： 

  

同样的，这种方法还可以用于解矩阵方程：  

  

 

 2.6 分块矩阵的初等变换 

  本部分知识内容与初等矩阵部分基本相似，我们以一道例题来加深印象与说明： 

Ex：设有矩阵 ，证明：  

证明：构造分块矩阵： 

  

对其进行第三种分块矩阵的初等变换： 

  

两式两边取行列式即得： 

  

得证！ 
 

第 3 章 维向量与线性方程组的结构 

 3.1 维向量 

  1.向量的定义： 或 (本书一般讨论的是实向量) 

  2.向量的线性运算：注意零元与负向量的定义 
  3.线性方程组的向量表示：通过将系数矩阵进行行分块或列分块来将方程组化为



向量形式，如 

 

 3.2 向量的线性关系 
  1.向量的线性组合： 

定义：对于 维向量 ，若存在一组数 使得 ，于是称 是

向量组 的一个线性组合 

引申：是否可线性表示可转化为线性方程组 是否有解 

 
  2.向量组的等价：两个向量组若均可互相表示，称之曰等价。这种性质具有反身
性，对称性，传递性的特点 
 

  3.线性相关与线性无关：对任一向量组 ，若存在不全为 的一组数

使得 ，则称该向量组线性相关，否则为线性无关 

引申 a:是否线性相关可转化为对于齐次线性方程组是否有非零解 
引申 b:是否线性相关可转化为对应矩阵的秩的情况讨论 

引申 c:若向量组为 个 维向量，则其线性相关 ，线性无关  

 
  4.接长向量与截短向量：若接长向量线性相关，则截短向量亦线性相关；反之亦
然，若截短向量线性无关，则接长向量也线性无关 
 
 
  5.线性相关和线性组合的关系： 

 定理：向量组 线性相关 至少有一个向量是其他向量的线性组合 

 定理：若向量组 线性无关，但 线性相关，则 可由

线性表示，且表示系数唯一 

 3.3 向量组的秩 
  1.极大线性无关组：可理解为向量组的一个部分，且这个部分可表示整体，这个
部分中的各个向量线性无关 



引申 a:一个向量组与其极大无关组等价 
引申 b:一个向量组的不同极大无关组互相等价 

 向量组的替换定理：若向量组 可表示 ，且 ，则

中的向量必定线性相关 

 推论：若 线性无关，且可由 表示，则  

 
 2.向量组的秩： 

定义：即一个向量组的极大线性无关组所含向量的个数，记作  

性质： 
1) 等价的向量组秩相同 

2) 线性无关 ，反之亦然 

3) 若向量组 可表示 ，则有  

 

  3.向量组的秩和矩阵的秩的联系：记 ，则有  

且行秩等于列秩等于秩 

 定理：设向量组 线性无关，且 可由 线性表示，

即 ，于是有  

 

 3.4 线性方程组解的结构 
  1.齐次线性方程组解的结构： 
Case 1：只有零解，这是平凡的 

Case 2：有无穷多解，于是我们有基础解系的定义：设 为 的一组解向

量，且满足： 
1) 该组解向量间线性无关 

2) ， 可由这组解向量线性表示 

 定理：若 ，只需取 个线性无关的解向量即构成一组基础解系 

通解的通法求解：对齐次线性方程组 ： 

  



则 所在的 个列向量即为一个基础解系 

 
  2.非齐次线性方程组解的结构： 

导出组的概念：指对方程组 ，将常数项换成 ，即 ，即得方程组 的导

出组 

 定理：若非齐次线性方程组 满足 ，则其特解 及其导出组的

基础解系  通过线性组合 即可给出方程组

的所有解 
故通法如下： 
 Step 1：求特解： 

  

则 即为一个特解 

 Step 2：求导出组的基础解系 
 Step 3：那么通解即： 

  

 

第 4 章 线性空间与线性变换 

 4.1 线性空间的概念 

  1.线性空间的定义：必须满足以下 条基本定义：其中 是非空集合， 是数域 

针对加法运算： 

1) 交换律：  

2) 结合律：  

3) 零元存在性：  

4) 负元存在性：  

针对纯量乘法： 

5)  



6)  

7)  

8)  

  2.线性空间的简单性质：设 是数域 上的线性空间，则： 

1) 零元唯一，记作  

2) ，负元唯一，记作  

3)  

4)  

5)  

  3.线性子空间：设 是数域 上的线性空间，而 是 的非空子集合，若 也

是数域 上的线性空间，称 为 的线性子空间 

Ex：零子空间和全子空间(平凡子空间) 

 定理：设 是数域 上的线性空间，而 是 的非空子集合，则 为 的线性子空

间的充要条件为 对 的加法和纯量乘法运算封闭(只需证明第 3.4 条) 

 4.2 线性空间的基、维数与坐标 

  1. 基、维数与坐标：首先根据第三章中向量的线性相关/线性无关得到其广义上
的概念，即将线性空间中的元素亦视作向量，于是我们便可以给出如下定义： 

基底/基：若存在一组向量 满足： 

1) 线性无关 

2) 可由 线性表示 

  于是称 是线性空间 的一组基底/基 

维数：称 所含向量的个数 为线性空间 的维数，记作  

  我们称 为 维线性空间，也记作  

  根据 可得出有限维/无线维线性空间的概念 



坐标：设 为线性空间 的一组基，若 ，有 

  

 其中 即为向量 在基 下的坐标 

这样我们便把广义的线性空间中的问题归结到了前三章的范畴，实现了抽象的过程，给出
数学语言描述即为同构映射，定义如下： 

 设 为数域 上的两个线性空间， 为从 到 上的一个一一对应的映射且满足： 

  

 则 为从 到 上的一个同构映射，称线性空间 与 同构 

 数域 上的任意 维线性空间均与 同构 

 
  2.基变换和坐标变换：考虑研究不同基下的坐标问题： 

设 与 为 维线性空间 的两组基，且存在矩阵 使得： 

  

于是称上式为基变换公式，矩阵 为从基 到 的过渡矩阵 

对应的，某一向量在两组基下的坐标亦有关系： ，即坐标变换公式 

 4.3 欧式空间 

  1.欧式空间的基本定义与基本性质：欧式空间主要关心向量的度量性质，其定义

如下：设 为实数域 上的一个线性空间，对于其中任意一对向量 ，均存在一个实数

与之对应，记为 ，且这种对应关系满足： 

1) 对称性：  

2) 线性性：  

3) 正定性： ，且记  

称 为一个欧式空间，它具有的性质如下： 



1)  

2)  

3) 柯西-施瓦兹不等式： (二者线性相关时取等) 

由此进一步给出欧氏空间中一些主要概念的定义： 

夹角： ；   距离：  

当 时称二者正交，两两正交的向量组称为正交向量组 

通常情况下，  

  2.标准正交基：补充定义，度量矩阵： 

设 为一组基，则内积 ，其中 

  

为了简化内积运算过程，我们需要得出最简单的度量矩阵，于是便有了正交单位基的概念： 
 若一组基为正交向量组，且他们均为单位向量，即为正交单位基 
 

  3.施密特正交化方法：自然的，随便给一组基 ，如何将之化为正交单位

基？施密特正交化方法告诉我们答案： 
 Step 1:正交化： 

  

 Step 2:单位化：  

即得一组正交单位基  

 
 



  4.正交矩阵：设有实矩阵 ，若 的列向量组为正交单位向量组，称之为正交矩阵，

其具有的性质如下： 

1)  

2)  

3)  

4) 也是正交矩阵 

5) 若 为正交矩阵，则 亦为正交矩阵 

 4.4 线性变换 

  1.线性变换的概念与定义：设 是数域 上的线性空间，若 是 到自身的一个

映射，则称之为一个变换,若它同时满足： 

1)  

2)  

则称之曰线性变换，常有的线性变换如下： 

数乘变换： ， 时为零变换 ， 时为恒等变换  

相似变换：  

合同变换：  

线性变换中还有一些基本概念如下：令 

  

称前者为线性变换 的值域，后者为线性变换 的核，类似秩的概念：令 

  

分别称之为线性变换 的秩和零度 

 
 
 
 



  2.线性变换的运算：设 是数域 上的线性空间，且 为两个线性变换，记 

  

分别为线性变换的和、数乘、积 
 

  3.线性变换的性质：设 是数域 上的线性空间，且 为一个线性变换，则： 

1)  

2) 线性变换保持线性关系式不变，即 

  

一言以蔽之：线性变换将线性相关的向量组变化为线性相关的向量组 

 4.5 线性变换的矩阵 

  1.线性变换在给定基下的矩阵：设 是 维线性空间 中的一组基，则对

于所有 上的线性变换 和所有的 阶矩阵均有一一对应的关系，这种关系由下面的式子

确定： 

  

  2.线性变换在不同基下的矩阵： 与 为 维线性空间 的两组

基，线性变换 在该两组基下的矩阵分别为 ，且矩阵 为从基 到

的过渡矩阵，于是有： 

  

第 5 章 矩阵的相似对角化 

 注意：本章所用数域 为复数域 

 5.1 矩阵的特征值和特征向量 

  1.矩阵的特征值，特征向量的概念：若对 阶矩阵 ，存在 和非零向量

使得： 

  



于是便称 为矩阵 的一个特征值， 为特征值 的一个特征向量 

不难发现： 为矩阵 的特征向量  

对于某个特征值 ，将其所有特征向量和零向量一并组成的向量空间称为该特征值的

特征子空间，记作 ，其维数称作特征值 的几何重数 

 

  2.特征多项式和特征方程： 与  

其中每个特征值的根的重数称为该特征值的代数重数，且大于等于几何重数 
 
  3.特征值和特征向量的求法： 
 Step 1:解特征方程，解得所有特征值 

 Step 2:对每个特征值求齐次线性方程组 的基础解系，其所有非零线性组

合即为欲求的特征向量 
 
  4.特征值和特征向量的性质：很多，这里罗列在下方，证明略： 

1)  

2) 具有相同的特征值和特征多项式 

3) 对于 的多项式 ，对应的特征向量不变，而特征值变为  

4) 可逆 的特征值全不为 0 

5) 对于可逆矩阵 ，特征向量不变，特征值变为  

6) 对于伴随矩阵 ，特征向量不变，特征值变为  

7) 对于某个特征值 ，其几何重数小于等于代数重数 

8) 不同特征值对应的特征向量线性无关 

 5.2 相似矩阵和矩阵的对角化 

  1.相似矩阵的概念：设 ，若存在可逆矩阵 使得 ，则称矩阵

相似，记为 ，若 相似于对角阵，则称 可对角化 

同样的，相似关系是一种等价关系，具有反身性，对称性和传递性 



 
  2.相似矩阵的性质：如下所示： 

1) 相似矩阵具有相同的特征多项式，进而具有相同的特征值和迹和行列式 
2) 注意：特征向量不一定相同！ 

3) 若 ，且 可逆，则 可逆，且  

4) 若 ，则二者相同的多项式同样相似( ) 

5) 任意矩阵均相似于一个上三角矩阵 
 
  3.矩阵相似对角阵的条件：矩阵所有特征值的几何重数与代数重数相等 
具体操作步骤如下： 
 Step 1：计算特征多项式，解出各特征值及其代数重数 

 Step 2：计算每个 ，若均满足 ( 为对应的代数重数)则

可对角化，否则不能对角化 

 Step 3：若可对角化，则求出每个 的基础解系  

 Step 4：令 (所有基础解系的组合)，则 可

逆，且 (包括重复的特征值) 

 5.3 实对称矩阵的相似对角化 

  1.实对称矩阵的特征值和特征向量: 
两条结论： 

1) 实对称矩阵的特征值全是实数 
2) 实对称矩阵属于不同特征值的特征向量正交 

 
  2.实对称矩阵正交相似对角阵：根据上述两条结论我们不难证明(使用数学归纳法)

实对称矩阵的特殊性质：设 为 阶实对称矩阵，则存在 阶正交矩阵 使得： 

  

引申 a：实对称矩阵必有 个线性无关的特征向量 

引申 b：实对称矩阵所有特征值的代数重数和几何重数相等 
 
  3.求实对称矩阵正交相似对角阵的方法： 
一共分四步： 
 Step 1：计算特征多项式，解出各特征值 

 Step 2：求出每个 的基础解系  

 Step 3：分别正交化，单位化 



 Step 4：令 (所有基础解系的组合) 

则 可逆，且 (包括重复的特征值) 

第 6 章 实二次型 

 6.1 二次型的基本概念及化二次型为标准型 
  1.二次型及其矩阵表示： 
二次型定义：二次齐次函数 

 

记 于是记矩阵 

  

那么二次型可以用矩阵表示为 ，其中  

我们称矩阵 的秩即为该二次型的秩：  

标准二次型：只含平方项 

规范二次型：在标准二次型的基础上，各项的系数仅为  

 
  2.二次型的非奇异线性替换： 

定义： ，其中 为 维向量， 为可逆矩阵。此时  

于是进一步给出合同概念： ，称二者合同： 

1) 反身性、对称性、传递性 

2) 合同的矩阵秩相同：  

3) 若 为对称矩阵， 合同，则 也为对称矩阵 

 定理：二次型经非奇异线性替换仍变为二次型，且两次变换的矩阵合同 
 
  3.化二次型为标准二次型的方法：常用两种方法如下： 
 
法一：正交替换法：利用第五章所学将待变换二次型的矩阵进行正交相似对角化，由正交
矩阵的性质知这也是一次合同变换，于是进一步即可得到欲求的非奇异线性替换 
 
法二：配方法：即瞪眼法，考察注意力 



 

 6.2 惯性定理与正定二次型 
  1.惯性定理 
 
 定理：任何实二次型必存在非奇异线性替换化二次型为规范标准型，且规范标准型是

唯一的 
   对应概念： 

      正惯性指数： 的标准型的正项个数  

      负惯性指数：  

      符号差：  

 惯性定理的推论：( 表示正惯性指数) 

1) 任何实对称矩阵 都合同于对角阵  

2) 两个 元二次型有相同的秩及正惯性指数的充要条件为存在非奇异线性替换

使得  

3) 阶实对称矩阵 合同  

 
  2.正定二次型 

定义：设 元二次型 ，若 ，称之为正定二

次型，对应矩阵 称为正定矩阵 

若将定义中 改为如下则可得其他定义： 

i. ，则为负定二次型，对应矩阵为负定矩阵 

ii. ，则为半正定二次型，对应矩阵为半正定矩阵 

iii. ，则为半负定二次型，对应矩阵为半负定矩阵 

对任意实对称矩阵 ，下列命题等价： 

1) 为正定矩阵 



2) 的正惯性指数  

3) 的特征值全部大于零 

4) 合同于单位矩阵  

5) 存在非奇异矩阵 ，  

6) 的各阶顺序主次式全部大于零 


